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Exercice 1.
On se place dans le cadre de la classification linéaire séquentielle :

o (z4,y)¢>1 une suite d’observations dans R x {—1,+1},
oVt > 1, | =1,
o Jw* €RY t.q [[w*||=T1et V¢t >1, ys- (W, 2¢) >0,

o vy = ming |w* - 4.

1. (Rappels) Rappelez les garanties théoriques sur le nombre d’erreurs My

faites par I'algorithme du Perceptron et 1’algorithme de Winnow apres T'
itérations. Dans quels cas suggérez-vous d’utiliser I’algorithme de Winnow ?

. (Perceptron a vastes marges) On définit l’algorithme du perceptron
a marge v de la méme facon que I’Algorithme [1} ou la prédiction est
remplacée par :

_|_1 Si Wt T > 1
[lwe | 2
=< —1 §f Wty o~
Y el 2
0 sinon,

et 'on considére qu’un point est mal classé lorsque 7; = 0.
(a) Montrer que [[wei1]| < [Jwe + m + 7.

(b) Rappeler la borne inférieure de ||w; 1| en fonction de Mr et v. En
déduire une majoration My < %.

Indice : regarder le dernier t < T o ||wy| > %

(¢) Commenter les avantages de I’algorithme & vaste marge.
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Algorithm 1: Perceptron

wyp 0
fort=1,...,T do
Receive z;
Yr < sgn(wy - )
Receive y;
if 7, = y; then
‘ W41 $— Wy
else
L Wy < Wi + YTt

Algorithm 2: Winnow

wy < 1/N
fort=1,...,7 do
Receive z;
Yr  sgn(wy - )
Receive y;
if @ =Y then

‘ W41 < Wy
else

fori=1,...,N do

w wt‘ien’!/ta’t,i
LT TN g e

3. (Perceptron et noyau)

(a) Proposez une réécriture de 1’Algorithme (1] telle que les poids sont
attribués aux x;, faisant apparaitre des produits scalaires entre x; et
les {xs}s<r-

(b) On ne suppose plus qu'il existe un hyperplan séparateur dans R%,
mais qu’il existe un espace vectoriel H de dimension quelconque
(potentiellement infinie), une fonction ¢ : RY — et un vecteur
h* € H tels que les points ¢ () soient séparés par h*. Soit k(a,b) =
(¢(a), d(D)),,. Adapter 'algorithme précédent a ce cas plus général.

(¢) Commenter les avantages de cet algorithme.



Exercice 2.

1. Divergence de Bregman
Soit F': R — R une fonction strictement convexe dérivable au moins deux
fois, f son gradient, et f~! I'inverse de son gradient. La divergence de
Bregman entre u et v dans R? est 'erreur de I"approximation de Taylor de
F(u)enw:
d(u,v) = F(u) = F(v) = £(v) - (u—v).

(a) Montrer que I’Algorithme |3| est équivalent & I’Algorithme du Per-

ceptron lorsque F(u) = L |ju||* et n = 1. Calculer dg(u,v) dans ce

2
cas.

(b) Montrer que I’Algorithme [3| est équivalent & 1’Algorithme de Winnow
lorsque F'(u) = Z?:l (u;logu; — u;). Calculer dp(u,v) dans ce cas.
Dans le cas ou Zle U = Z?:l v; = 1, comparer avec l’entropie
relative dgr,(u,v) = Zle u;log 2t

(¢) Montrer que dp(u,v) > 0 avec égalité lorsque u = v, et que dp(-,v)
est convexe.

(d) Montrer que di(u,w) = di(u,v) + dr (v, w) + (F(w) — F©)) - (v = ).

2. p-Norm Perceptron
On considére maintenant l’Algorithmeavec Fu)=1% Hu||3 avec p € [2, o0

1

et p~' 4+ ¢~ = 1. On suppose maintenant que Vt > 1, ||13t||12) <1

(a) Calculer f et f~1. En déduire dr(u,v) = F(u) + F(v) — f(v)v.
(b) Montrer que lorsque f(v) = f(u) + z, alors:

1 1 p—1
dr(u,v) = 5 £ ()12~ 3 If @)l = zu < 5 [

Indice pour l'inégalité : utiliser Taylor puis ’inégalité de Holder avec
la exposants conjugués p/(p — 2) et p/2.
(¢) Soit w* un hyperplan séparateur de marge 7, ming |w* - x| = 7 et tel
que ||w*||5 < 1. Montrer que lorsque 4; # v,
* * 2p -1
dp(w*,wi) — dp(w*, wep1) >0y — 1 5

(d) Donnez une borne sur le nombre d’erreurs de I’Algorithme [3] puis
optimiser 7.



Algorithm 3: Online Learning with Bregman Divergence

wy, <+ 0
fort=1,...,7 do
Receive z;
Yr < sgn(wy - )
Receive y;
if 7, = y; then
‘ W41 < Wy
else
| wipr < [N (wr) + nye)




