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Soit (X,Y), n et D,, comme précédemment. Soit 7,, une estimation de n. On
définit la vraisemblance £, (7,,) et la log-vraisemblance L, (1,) comme suit :

Can) = T n (X0 (1 = (X2)

L) = 3 Vilognu(X,) + (1= ¥i) log (1 = (X))

Soit F une famille de fonctions de régression telle que n € F. Le classifieur par
maximum de vraisemblance g,, est donné par :

gn(z) = L5, (@)1 ou 7, = argmax L, (1) .
MmEF

Exercice 1.

Montrer que lorsque |F| < oo et n € F, le classifieur par maximum de
vraisemblance g, est consistant, c’est a dire :

Prgn(X) £ Y] — L*.
On rappelle la définition de 'entropie £(n) pour tout 7 :
E(n) = ~E[n(X) log n(X) + (1 - n(X)) log (1 - n(X))] ,

qui vérifie 0 < £(n) < log 2, ainsi que la définition de la divergence (négative) :

- ()
D) = B 100 08 L5

+ (1= n(X))log L

qui est négative et s’annule seulement lorsque 7'(X) = n(X) p.s.
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Exercice 2.
1. Pour les familles suivantes, donner le classifieur g, :

(a) Fp = {n:]l[avbh—oogagbgoo}
(b) Fi={n=cljgy,—c0<a<b<oo,cel0,1]}

(€) Fo={n=Tjay bs]x---x[ag.ba) » —00 < a; < bj < 00}

(d) Fs = {n(z) = 1§, 2> 0,¢>0}

(e) Fi = {n est décroissante sur [0, 1]}

(f) 5:{7795 :mJnERd}

(g) Fo = {n(z) *(0z),0 € R}

2. Dire pour ces familles si g,, est universellement consistant lorsque n* € F.

On pourra utiliser pour certaines le théoréme suivant :

Théoréme 1 (Consistance et e-entropie). Soit F une famille de fonctions
de régression, on appelle N(€) son e-entropie définie comme la cardinalité
du plus petit ensemble de fonctions Fe tel que pour tout ' dans F il existe
ny, ety dans Fe avec :

<0 <y,
E[nf; (X) = 1, (X)] <e.

Lorsque N(e) < oo pour toute distribution de X et e > 0, le classifieur par
mazimum de vraisemblance est universellement consistant.



