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Soit (X,Y ), η et Dn comme précédemment. Soit ηn une estimation de η. On
définit la vraisemblance `n(ηn) et la log-vraisemblance Ln(ηn) comme suit :

`n(ηn) =

n∏
i=1

ηn(Xi)
Yi
(
1− ηn(Xi)

)1−Yi
,

Ln(ηn) =
1

n

n∑
i=1

Yi log ηn(Xi) + (1− Yi) log
(
1− ηn(Xi)

)
.

Soit F une famille de fonctions de régression telle que η ∈ F . Le classifieur par
maximum de vraisemblance ĝn est donné par :

ĝn(x) = 1η̂n(x)≥ 1
2

où η̂n = argmax
ηn∈F

Ln(ηn) .

Exercice 1.
Montrer que lorsque |F| < ∞ et η ∈ F , le classifieur par maximum de

vraisemblance ĝn est consistant, c’est à dire :

Pr[ĝn(X) 6= Y ]→ L? .

On rappelle la définition de l’entropie E(η) pour tout η :

E(η) = −E
[
η(X) log η(X) +

(
1− η(X)

)
log
(
1− η(X)

)]
,

qui vérifie 0 ≤ E(η) ≤ log 2, ainsi que la définition de la divergence (négative) :

D(η, η′) = E

[
η(X) log

η′(X)

η(X)
+
(
1− η(X)

)
log

1− η′(X)

1− η(X)

]
,

qui est négative et s’annule seulement lorsque η′(X) = η(X) p.s.
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Exercice 2.

1. Pour les familles suivantes, donner le classifieur ĝn :

(a) F1 =
{
η = 1[a,b] ,−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞

}
(b) F ′1 =

{
η = c1[a,b] ,−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ , c ∈ [0, 1]

}
(c) F2 =

{
η = 1[a1,b1]×···×[ad,bd] ,−∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞

}
(d) F3 =

{
η(x) = cx

1+cx , x ≥ 0 , c ≥ 0
}

(e) F4 =
{
η est décroissante sur [0, 1]

}
(f) F5 =

{
η(x) = 1

1+‖x−m‖2 ,m ∈ Rd
}

(g) F6 =
{
η(x) = sin2(θx) , θ ∈ R

}
2. Dire pour ces familles si ĝn est universellement consistant lorsque η? ∈ F .

On pourra utiliser pour certaines le théorème suivant :

Théorème 1 (Consistance et ε-entropie). Soit F une famille de fonctions
de régression, on appelle N(ε) son ε-entropie définie comme la cardinalité
du plus petit ensemble de fonctions Fε tel que pour tout η′ dans F il existe
η′L et η′U dans Fε avec :

η′L ≤ η′ ≤ η′U ,

E
[
η′U (X)− η′L(X)

]
≤ ε .

Lorsque N(ε) <∞ pour toute distribution de X et ε > 0, le classifieur par
maximum de vraisemblance est universellement consistant.
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